CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA ,,PANAITOPOL”
EDITIA a V1l-a, TULCEA, 2 aprilie 2016

Clasaa VIl -a

1. a) Determinati numerele naturale nenule n care au proprietatea ca d? +1 este numar prim
pentru orice divizor d al lui n.

b) Determinati numerele naturale nenule n care au proprietatea ca d?+2 este numar prim
pentru orice divizor d al lui n.

2. Demonstrati ca daca a=99...9 si b=33...3, atunci numarul N =a+6b+4 este patrat
— —
4n cifre 2n cifre

perfect.

1+2+3+...+2k

i si
\/l+3+5+...+(2k—1)

3. Pentru fiecare k e N definim numerele a, = 2k +(—1)k

Sy =ag +ay +...+ay
a) Aratatica S; =8;

b) Determinati k € N” pentru care numarul Sy este divizor al lui 2016.

4. Se considera triunghiul ascutitunghic ABC si D piciorul inaltimii din A. Punctul M este
situat pe segmentul (AD) astfel incét% = % . Aritati ci, daci N este piciorul

perpendicularei din D pe BM, atunci AN L NC .

Noti: - Toate subiectele sunt obligatorii.
- Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7.
- Timp de lucru: 4 ore efectiv.



CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA ,,PANAITOPOL”
EDITIA A V111-A, TULCEA, 2 aprilie 2016

Clasaa Vlll —-a

1. Determinati numerele naturale nenule n care au k divizori naturali, d;,d,,...,d,, k>4 ,cu

1=d; <d, <...<dy =n, stiind ca d; +d; 4 +d;,, =d; 3 pentru oricare i =1,k -3 .

2. Aratati ca, daca X,y >0 si x+Yy=1, atunci au loc inegalitatile:

ﬁs\/x2+y+\/x+y2 <2.

3. Sa se determine numerele naturale nenule a, b, csid, a<b<c<d , care verifica simultan
egalitatile a+b+c=d si a®+pbd+cd=d2.

4. Se considerd o prisma dreaptd A A,..A\AA...A,, n>3 , avand baza un poligon regulat.
Se stie ci m( A Ay, ApAG | =m(Ass, ApAs ).

a) Aratatica n=4;

b) Daca m(AQAé, AéAS) =60" si AA, =a , exprimati volumul prismei.

Nota: - Toate subiectele sunt obligatorii.
- Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7.
- Timp de lucru: 3 ore efectiv.



CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA
,,LAURENTIU PANAITOPOL”

TULCEA, 2 APRILIE 2016

Clasa a IX-a

Problema 1. Consideram multimea

A, =Sz €R| Izl =ng,
{z
cu n numar natural.

a) Determinati As.
b) Aratati ca A, este infinita daca si numai daca n = 0.

Problema 2. Fie ABCD un patrulater convex, cu {O} = AC N BD, si punctele
M € (AD), N € (BC) astfel incat

MA NC
MD NB’
a) Aratati ca daca O € MN, atunci AD || BC' (ABCD este trapez sau paralelo-

gram).
b) Aratati ca daca O este mijlocul segmentului [MN] , atunci ABCD este paralelo-
gram.

Problema 3. Daca a, b sunt numere reale pozitive cu a + b = 1, aratati ca

13
T(at 4 ) 4 () >

Problema 4. Determinati termenul general al sirului de numere naturale nenule
(@n)n>1, stiind ca aq este impar gi ca are loc relatia

a; no Gpyr —4

2n—i—an_a_n 3

9

pentru orice numar natural n > 1.



CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA
» LAURENTIU PANAITOPOL”

TULCEA, 2 APRILIE 2016

Clasa a 10-a

Problema 1. Fie r o radacind complexa a ecuatiei 2> + 2+ 1 = 0si a, b, ¢ trei
numere complexe nenule care au acelagi modul si verifica relatia § + g + £ =3r.
Demonstrati cd a?016 = p2016 = 2016,
Problema 2. Rezolvati in R ecuatia 2'°¢16% = 4 — 8z.

Problema 3. Fie p, m, n numere naturale nenule, cu m < n. Determinati numarul
p—uplurilor de multimi (X, Xo, ..., X)) care verifica simultan relatiile:

) X1 UXoU...UX,={1,2,...,n};

ii) multimea X; N Xy N ... N X, are m elemente.

Problema 4. Fie ABC'D un patrulater convex, P perimetrul sau si G centrul sau
de greutate (punctul al carui afix g verifica relatia 49 = a+ b+ ¢+ d, unde a, b, ¢, d
sunt afixele varfurilor A, B, C, respectiv D).

a) Aratati ca GA+ GB +GC + GD < P.

b) Aratati ca, daca ABCD este paralelogram, atunci MA+MB+ MC+MD < P,
pentru orice punct M din interiorul lui ABCD.



CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA
,» LAURENTIU PANAITOPOL”
TULCEA, 2 APRILIE 2016
Clasa a XI-a

Problema 1. a) Dati exemplu de o matrice A € My ({0, 1}), care verifica relatia

1111
1111
2 _
A= 1 111
1 111
1 1 1 1
1 1 1 1
b) Aradtati ca daca J € M,(Q), J=1| ... ... ... ... | siexista X € M ,(Q),
11 1 1
1 1 1 1

astfel incat X? = .J, atunci n este patrat perfect.

Problema 2. Fie A € M,(R) cu A? = O,. Aritati ci pentru orice matrice
B € M5 (R) au loc inegalitatile det (AB — BA) < 0 < det (AB + BA).

Problema 3. Fie (a,),>1 un sir convergent de numere reale pozitive. Calculati

n
_ k
lim 5 5 )
n—00 Py n< + ag

Problema 4. Se considera girul (a,),>1 definit prin

ar>1siapy =a,+—, n=>1.
G,

- .1, Qn
Calculati lim a, si lim —.
n—o00 n—oo 1



CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA
» LAURENTIU PANAITOPOL”

TULCEA, 2 APRILIE 2016

Clasa a 12-a
Problema 1. Determinati toate polinoamele de forma
f=X"+a, X" 4 a X" 2+ .. . +a,
(unde n € N*) [ cu a; € {—1,1}, k =1,2,...,n, care au toate radacinile reale.

Problema 2. a) Demonstrati ca orice inel cu 6 elemente este izomorf cu (Zg, +, -).
b) Este adevarat ca orice inel cu 4 elemente este izomorf cu (Zy, +,-)7

Problema 3. Demonstrati ca exista o functie unica f : R — R astfel incat
fP2) +2f(x) =z,
oricare ar fi x € R. Aratati ca f este integrabila si calculati fog f(z)dx.

Problema 4. Fie f:[0,1] — (0,00) o functie continua. Demonstrati ca

1
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